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1. Einleitung 

Diese Facharbeit beschäftigt sich mit der linearen Optimierung und besonders mit dem 
in der freien Marktwirtschaft wichtigen Transportproblem, welches hautsächlich beim 
Transport von Gütern von mehreren Orten an mehrere Ziele vorliegt.  

Da die Lösung eines solchen Transportproblems auf Methoden beruht, die in der line-
aren Optimierung verwendet werden, und das Transportproblem selbst ebenfalls nur 
ein besonderer Anwendungsbereich der linearen Optimierung ist, wird zu Beginn die-
ser Arbeit erst einmal ein Überblick über die lineare Optimierung gegeben, bevor auf 
das Transportproblem eingegangen wird. 

Wie aus dem Titel bereits ersichtlich wird, soll es außerdem um die Anwendung von 
linearer Optimierung und des Transportproblems in der freien Marktwirtschaft gehen, 
weshalb in der gesamten Arbeit immer wieder entsprechende Beispiele zu finden sind 
bzw. Einschätzungen aus wirtschaftlicher Sicht. 

Ich habe dieses Thema gewählt, da ich durch meine berufliche Tätigkeit immer wieder 
selbst mit Transportproblemen oder der Optimierung von Abläufen befasst bin. 

2. Grundlagen der linearen Optimierung 

Die lineare Optimierung ist ein Teilgebiet der Numerik und wird im Allgemeinen zur 
Lösung von Extremwertaufgaben verwendet. Gearbeitet wird in der linearen Optimie-
rung oftmals mit einer Vielzahl von Nebenbedingungen, die sich aus einem erstellten 
Modell ergeben. Daher wird das Prinzip häufig in der Wirtschaft verwendet, um bei-
spielsweise einen Gewinn zu maximieren oder die Ausgaben der Produktion zu ver-
ringern. Um die lineare Optimierung mehr auf den wirtschaftlichen Anwendungsbe-
reich zu beziehen, werden hier zunächst einmal vier grundlegende Begriffe eigeführt. 
In der Wirtschaft wird nach dem so genannten ökonomischen Prinzip gearbeitet. Die-
ses „bezeichnet die Annahme, dass wirtschaftliche Subjekte aufgrund der Knappheit 
der Güter bei ihrem wirtschaftlichen Handeln die eigesetzten Mittel mit dem Ergebnis 
ins Verhältnis setzen und nach ihren persönlichen Präferenzen zweckrational eine Nut-
zenmaximierung beziehungsweise Gewinnmaximierung anstreben.“1 Kurzum: Die 
Wirtschaft versucht mit möglichst geringen Kosten möglichst hohe Gewinne zu erzie-
len. Zu diesem Zweck gibt es in der Wirtschaft drei Ausrichtungen ökonomischer Prin-
zipien. Zum einen gibt es das Minimalprinzip, welches zum Ziel hat, mit geringsten 
Mitteln den höchsten Profit zu erzielen. Des Zweitens gibt es das Maximalprinzip, 
welches darauf zielt, aus den vorhandenen Mitteln möglichst viele Produkte zu erstel-
len, und drittens das Extremum-Prinzip, welches sich mit dem idealen Verhältnis von 
genutzten Mitteln zum angestrebten Nutzen beschäftigt. 

2.1 Erläuterung der linearen Optimierung am Beispiel der Autoproduktion 

Um das Problem zu verdeutlichen, rechne ich hier eine Beispielaufgabe aus der Wirt-
schaft durch. 

In einem Autowerk werden zwei Arten von Autos gefertigt, SUVs und Limousinen. 
Die Produktion beider Serien läuft über dieselbe Fertigungsstraße. Die Herstellung ei-
nes Fahrzeugs benötigt Arbeitszeit, die für die Herstellung anderer Fahrzeuge nicht 

                                                           
1 Hornung, Roland, Lineare Optimierung 
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genutzt werden kann. Die Maschinen stehen täglich 24 Stunden zur Verfügung, wo-
hingegen die Arbeiter nur in zwei Schichten von je 8 Stunden pro Tag arbeiten. Ein 
SUV braucht im Schnitt drei Stunden in der Maschine und eine Stunde Arbeitszeit 
durch einen Mitarbeiter. Die Limousine hingegen braucht zwei Stunden in der Ma-
schine und zwei weitere Stunden Arbeitszeit durch einen Mitarbeiter. Ein SUV hat 
nach diesem Fertigungsprozess einen Wert von 19.000 € und die Limousine einen 
Wert von 30.000 €. Nun besteht die eigentliche Aufgabe darin, die Fertigungszeit so 
zu verteilen, dass der Tagesumsatz möglichst hoch ist. 

Um eine solche Aufgabe lösen zu können, werden an dieser Stelle die Kontroll- oder 
Steuervariablen eingeführt. Diese sind in unserem Beispiel die Anzahl der zu produ-
zierenden Fahrzeuge, wobei x1 die Anzahl der SUVs und x2 die Anzahl an Limousinen 
bezeichnet. Aus unseren obenstehenden Bedingungen ergeben sich die ersten beiden 
Gleichungen: 3 ∗ 𝑥1 + 2 ∗ 𝑥2 ≤ 24   (1.1) 1 ∗ 𝑥1 + 2 ∗ 𝑥2 ≤ 16   (1.2) 

Diese Gleichungen geben die benötigten Arbeitszeiten, die oben in Textform stehen, 
wieder. Sie ergeben sich aus den benötigten sowie den maximal zur Verfügung ste-
henden Zeiten. Des Weiteren legen wir fest, dass die Anzahl der produzierten Fahr-
zeuge nicht kleiner als null Fahrzeuge pro Tag sein darf. 𝑥1 ≥ 0 ; 𝑥2 ≥ 0   (1.3) 

Die letzte und wichtigste Gleichung ist die zu maximierende Gleichung (Gewinnfunk-
tion). Die oben aufgestellten Gleichungen stellen nur die Nebenbedingungen dar. 𝑈𝑚𝑠𝑎𝑡𝑧(𝑥1; 𝑥2) = 19000 ∗ 𝑥1 + 30000 ∗ 𝑥2   (1.4) 

 

2.2 Graphische Veranschaulichung des Problems 

Um besser verstehen zu können, was diese Gleichungen nun für unsere Lösung der 
Aufgabe bedeuten, wollen wir das Ganze einmal grafisch betrachten. Dazu müssen wir 
unsere Nebenbedingungen alle nach x2 umstellen. Für die beiden Nebenbedingungen 
bedeutet das: 𝑥2 = 12 − 1,5 ∗ 𝑥1 𝑥2 = 8 − 0,5 ∗ 𝑥1 

Eine grafische Darstellung dieser beiden Gleichungen findet sich im Anhang. 

Die beiden Funktionen, die dort eingezeichnet sind, sind die Nebenbedingungen. Um 
nun den optimalen Wert zu bestimmen, sucht man nach einem Schnittpunkt im ersten 
Koordinatensektor, da alle anderen Sektoren durch unsere Bedingung (1.3) ausge-
schlossen werden können. Theoretisch sind außer dem Schnittpunkt auch alle anderen 
Punkte, welche unterhalb der Graphen und im ersten Sektor liegen, mögliche Produk-
tionsmengen. Jedoch sind diese nicht die maximalen, und die Arbeitszeit wird nicht 
vollständig ausgeschöpft. 
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2.3 Lösung der Aufgabe 

Da aus der grafischen Lösung der Schnittpunkt leicht abgelesen werden kann, ver-
zichte ich hier auf die genaue Errechnung des Punktes. Da der Punkt bei S (4|6) liegt, 
bedeutet dies für unsere Aufgabe, dass pro Tag in der Fertigung 4 SUVs und 6 Limou-
sinen gefertigt werden sollten. Damit kann täglich ein Umsatz von 256.000 € erzielt 
werden. 

Diese Art der Aufgabenlösung bzw. auch der grafischen Darstellung sind jedoch nur 
möglich, wenn sich die Anzahl der Variablen auf zwei beschränkt und die Anzahl der 
Nebenbedingungen nicht sonderlich hoch ist. Sollten in einer Aufgabe mehr Variablen 
auftreten oder die Anzahl der Nebenbedingungen steigen, ist es ratsam, die Simplex-
Methode zu nutzen, um eine solche Aufgabe lösen zu können. 

2.4 Simplex-Methode  

Die Simplex-Methode dient dazu, Optimierungsaufgaben mit einer Anzahl von n Va-
riablen und m Nebenbedingungen zu lösen. Das heißt, sie kann eingesetzt werden, egal 
wie viele Kotrollvariablen vorhanden sind. Im Gegensatz dazu kann die oben ange-
wendete Methode nur maximal zwei Kotrollvariablen verarbeiten, doch können auch 
dort theoretisch m Nebenbedingungen gesetzt werden. Allerdings führt bei der klassi-
schen Optimierung eine Erhöhung der Nebenbedingungen automatisch zu einem hö-
heren Datensatz. Dasselbe Problem hat auch die grafische Methode, die ebenfalls für 
nur zwei Variablen funktioniert und bei einer steigenden Anzahl von Nebenbedingun-
gen schnell unübersichtlich wird. 

In all jenen Fällen, die nicht grafisch gelöst werden können, wird die Simplex-Methode 
angewendet. „Bei der Simplex-Methode wird die gesuchte Optimal-Lösung nicht in 
einem Schritt gefunden […]“2, was daran liegt, dass diese optimale Lösung iterativ, 
also schrittweise bestimmt wird. Mit der Simplex-Methode ist es nicht möglich oder 
viel mehr unwahrscheinlich, dass direkt beim ersten Durchlauf des Algorithmus die 
optimale Lösung gefunden wird. Im Allgemeinen arbeitet ein solcher Algorithmus 
nach einem einfachen Muster. Der Algorithmus prüft eine zulässige Lösung des Prob-
lems daraufhin, ob sie optimal ist. Ist dies Lösung bereits optimal, ist die Lösung ge-
funden. Ist jedoch eine bessere Lösung vorhanden, wird die erste mögliche Lösung 
verworfen und es wird eine neue, verbesserte Lösung bestimmt und erneut überprüft. 
Diese Schleife wird so lange durchlaufen, bis die optimale Lösung gefunden ist. 

Um die Simplex-Methode auf eine Aufgabe anwenden zu können, müssen in die Glei-
chungen der Nebenbedingungen so genannte Hilfsvariablen eingesetzt werden. Wenn 
wir uns hier wieder auf die oben genannte Beispielaufgabe beziehen, müssten wir also 
die Hilfsvariable y1 in die Gleichung (1.1) einsetzen und y2 in die Gleichung (1.2). 
Diese Variablen bezeichnen im Beispiel die Zeitspanne, in der die Fertigung stillsteht. 
Es folgt also für (1.1): 3 ∗ 𝑥1 + 2 ∗ 𝑥2 + 𝑦1 ≤ 24   (2.1)  

                                                           
2 Schwarz, Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler, Kapitel 20.5, Seite 105 
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Und für (1.2): 1 ∗ 𝑥1 + 2 ∗ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 16   (2.2) 

Auch die Gewinnfunktion (1.4) wird umgestellt: −19000 ∗ 𝑥1 − 30000 ∗ 𝑥2 + 𝑈 = 0   (2.3) 

Des Weiteren werden die hier stehenden Ungleichungen in Gleichungen umgewandelt 
und in tabellarischer Schreibweise dargestellt (siehe Anhang). In der Kopfzeile dieser 
Tabelle stehen die Variablenbezeichnungen, und die Gleichheitszeichen werden durch 
Doppelstriche an der rechten Seite dargestellt.  

Um eine solche Aufgabe mit der Simplex-Methode lösen zu können, beginnt man zu-
erst mit der Ausgangsbasislösung. Diese erhält man im vorliegenden Fall über die 
Hilfsvariablen, die ja den Wert 1 haben und die nun zu Basisvariablen werden. Daher 
lautet die Ausgangsbasislösung: 𝑥1 = 0; 𝑥2 = 0; 𝑦1 = 24 𝑢𝑛𝑑 𝑦2 = 16 

Diese Lösung ist zwar möglich, aber nicht optimal, da mit ihr kein Umsatz erzielt wird. 
Die jeweilige Lösung wird dadurch verbessert, dass man eine Nichtbasisvariable ge-
gen eine Basisvariable „austauscht“3,was bedeutet, die kleinste in der letzten Tabel-
lenzeile stehende Zahl wird genutzt um eine neue Basisvariable zu erzeugen. Im Hin-
blick auf die wirtschaftliche Bedeutung heißt das, dass man nur ein Produkt herstellt. 
In unserem Fall hat x2 den geringsten Wert. Um eine neue Basisvariable zu erzeugen, 
muss nun jedoch x2 auch einen Einheitsvektor annehmen. Dazu wird der kleinste mög-
liche Herstellungswert in einem Arbeitsschritt ermittelt. 

Für die erste Nebenbedingung ergibt sich: 24 ÷ 2 = 12 

Und für die zweite: 16 ÷ 2 = 8 

Dies bedeutet, dass bei voller Auslastung der Arbeitskräfte nur maximal 8 SUVs am 
Tag hergestellt werden können. Der neue Einheitsvektor heißt auch Pivotelement. Um 
den Wert 1 für das Pivotelement zu erzeugen, wird die zweite Zeile der Tabelle mit ½ 
multipliziert. „Im nächsten Schritt werden geeignete Vielfache der neuen [2.] Zeile zur 
[1. und 3.] Zeile addiert, so dass die übrigen Elemente der 2. Spalte null ergeben.“4 

Diese Lösung stellt eine Verbesserung gegenüber der ersten dar, doch wird immer 
noch nicht die volle Maschinenarbeitszeit genutzt. Daher muss in einem zweiten 
Durchlauf geprüft werden, ob in der letzten Zeile der Tabelle noch immer negative 
Werte stehen. Da dies für unser x1 der Fall ist, muss das Verfahren auch für x1 noch 
einmal durchlaufen werden. Ist danach kein negativer Wert mehr in der letzten Zeile 
vorhanden, hat man eine optimale Lösung gefunden. 

                                                           
3 Schwarz, Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler, Kapitel 20.5, Seite 108 
4 Schwarz, Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler, Kapitel 20.5, Seite 109 
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Da eine solche Aufgabenlösung, welche mit der Simplex-Methode erreicht wurde, 
durchaus sehr aufwendig sein kann, werden solche Lösungen meistens mit Schleifen 
und Computerprogrammen erzielt. 

3. Transportproblem 

Eines der in der Wirtschaft wichtigsten Anwendungsgebiete der linearen Optimierung 
ist die Lösung von Transportproblemen. Die klassischen Beispiele für solche Trans-
portprobleme kommen aus dem Bereich der Logistik. 

In der Logistik sind die Margen so gering, dass bei jedem Transport versucht wird, 
möglichst viele Waren zu transportieren und mehrere Strecken miteinander zu verbin-
den. Natürlich spielen bei der Logistik noch mehr Parameter eine Rolle, die im Rah-
men dieser Arbeit jedoch nicht von Bedeutung sind. 

3.1 Allgemeine Formulierung 

Wie aus der kurzen Beschreibung des Transportproblems ersichtlich wird, ist es das 
Ziel, die Zielfunktion minimal zu halten. Daher ergibt sich: 

𝑧(𝑥) = ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗𝑛
𝑗=1

𝑚
𝑖=1    → min     (3.1) 

, diese Gleichung beschreibt die Transportkosten für den gesamten Transport mit der 
Variablen m für die Anzahl der Ausgangsorte (Lager) und der Variablen n, die die 
Anzahl die Bestimmungsorte angibt. Die Variable c, welche auch von den beiden Sum-
men abhängt, beschreibt den Transportaufwand, also die Kosten für den Transport ei-
ner Ware aus dem Lager A an den Zielort B. Mit: 

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑚
𝑖=1 = 𝑎𝑖   (3.2) 

Und: 

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑛
𝑗=1 = 𝑏𝑗   (3.3) 

als Teilgleichungen für die jeweiligen Transportmengen (a für die Lagermengen und 
b für die benötigten Mengen). Außerdem muss gelten: 𝑖 = 1, … , 𝑚   (3.4) 𝑗 = 1, … , 𝑛   (3.5) 

Und für xij, die zu transportierende Menge, gilt: 𝑥𝑖𝑗 ≥ 0   (3.6) 

Damit diese Gleichungen gelten können und zu einer Lösung führen, müssen folgende 
Voraussetzungen ebenfalls erfüllt sein: 𝑎𝑖 ≥ 0 ;  𝑏𝑗 ≥ 0   (3.7) 
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sowie: 

∑ 𝑎𝑖𝑚
𝑖=1 = ∑ 𝑏𝑖𝑛

𝑗=1   (3.8) 

Wenn (3.8) nicht erfüllt ist, bedeutet dies, dass an einem der beiden Orte (Zielort oder 
Lager) nicht genügend Waren vorhanden sind oder nicht alle abgenommen werden. 
Wenn ein Mangel an Waren besteht, kann das Problem nicht gelöst werden, außer man 
kann aus einem weiteren Lager zusätzliche Ware beziehen. Ein Überschuss im Lager 
hingegen kann zwar mathematisch nicht gelöst werden, doch ist es logisch möglich, 
die Anzahl der zu liefernden Waren zu verringern, um so die Werte wieder einander 
anzugleichen. 

3.2 Bedeutung für die Wirtschaft 

Das Transportproblem ist mittlerweile in fast allen wirtschaftlichen Bereichen von 
großer Bedeutung, da gerade der Transport von Waren möglichst kostengünstig erfol-
gen soll. Vor allem Speditionen arbeiten stets daran, ihre Kosten zu senken und schnel-
ler zu liefern (ein Beispiel hierfür wäre der Morning-Expressversand einiger Online-
händler). Allerdings nutzen nicht nur Speditionen solche Methoden zur Optimierung, 
sondern immer öfter auch Unternehmen im sekundären Bereich. Dort wurde in den 
letzten Jahren in vielen Bereichen die sogenannte „Just-in-time-Produktion“ einge-
führt. Dies bedeutet, dass man auf den Punkt produziert und die Lagerkosten so gering 
wie möglich zu halten versucht. In diesem Zusammenhang gibt es auch die Möglich-
keit, den Transport der Waren in das System mit einzubinden. Ziel es dabei, die Ware 
nach Fertigstellung einer Lieferung sofort zu verladen und auszuliefern. 

Häufig ist es mittlerweile der Fall, dass auch das belieferte Unternehmen eine „Just-
in-time-Produktion“ betreibt. In solch einem Fall stellt der Zulieferer seine Produktion 
so ein, dass das benötigte Produkt erst dann beim Kunden ist, wenn dieser das Produkt 
auch verarbeiten kann. (Dieses System wird vor allem in der Automobilbranche ver-
wendet.) 

3.3 Ausgangsbasislösungen bestimmen 

Wie bei der linearen Optimierung wird auch bei der Lösung des Transportproblems 
zuerst eine Ausgangsbasislösung erstellt. Dazu gibt es verschiedene Möglichkeiten, 
welche jedoch aus Platzgründen nicht alle hier aufgeführt werden können. Daher be-
schränke ich mich auf eine einfache Lösung durch die Nord-West-Ecken-Regel und 
die deutlich umfangreichere Lösung mit Hilfe der VOGELschen Approximationsme-
thode.  
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3.3.1 Nord-West-Ecken-Regel 

Die Nord-West-Ecken-Regel stellt eine einfache Möglichkeit dar, eine solche Aufgabe 
zu lösen. Am besten verwendet man auch hier eine Tabelle, wie sie bereits aus dem 
Kapitel zur linearen Optimierung (2.4) bekannt ist. Um eine Ausgangsbasislösung zu 
erhalten, sind folgende Schritte notwendig, die hier an einem Beispiel verdeutlicht 
werden sollen (die Tabellen finden sich im Anhang). 

Im ersten Schritt setzt man in das Feld X11 den Wert 40 ein, der jedoch die maximale 
Menge von 30 übersteigt. Daher werden die 10 übrigen in das Feld X21 eingetragen. 
Ein neues Feld wird immer dann mit einem Wert versehen, wenn eine Empfangs- oder 
Sendebestimmung erfüllt ist, sprich, wenn eine ausreichende Menge geliefert werden 
kann oder das Lager (Sender) nicht mehr liefern kann. Wenn die Tabelle fertig ausge-
füllt ist, erhält man die Ausgangsbasislösung. Diese Methode ist zwar relativ einfach 
zu handhaben; da aber nur eine Basislösung gefunden wird, kann die tatsächlich opti-
male Lösung noch deutlich von dieser Basis abweichen. Daher ist dieses Verfahren 
nicht besonders effizient.5 

3.3.2 VOGELsche Approximation 

Anders als die Nord-West-Ecken-Regel kann mit der VOGELschen Approximations-
methode deutlich schneller eine deutlich optimalere Lösung bestimmt werden. Der 
Grund hierfür ist, dass bei dieser Lösungsform auch die Transportkosten berücksich-
tigt werden und man direkt nach dem kleinsten Kostenwert sucht. 

Auch bei der VOGELschen Approximation stellt man die Werte wieder tabellarisch 
dar. Hierbei werden in der Tabelle die Kosten für den Transport abgebildet. Im ersten 
Schritt wird nun in jeder Zeile von allen Kostenwerten der niedrigste Kostenwert sub-
trahiert: 𝑘𝑖𝑗∗ = 𝑘𝑖𝑗 − min𝑗 (𝑘𝑖𝑗) 

Anschließend werden aus den Spalten neue Kostenwerte generiert. Dazu wird wieder 
von allen Kostenwerten kij der kleinste Kostenwert abgezogen: 𝑘𝑖𝑗′ = 𝑘𝑖𝑗 − min𝑖 (𝑘𝑖𝑗) 

(unter Geltung der Bedingungen (3.4) und (3.5)). Anschließend bestimmt man in der 
neu erhaltenen Tabelle die größte Differenz in einer Zeile oder einer Spalte. In der 
letzten Spalte bzw. in der letzten Zeile der Tabelle steht jeweils die Transportmenge 
unter den vorliegenden Einheitstransportkosten. Im nächsten Schritt sucht man daher 
nach der Zeile oder Spalte mit dem größten Unterschied zwischen den beiden kleinsten 
Werten. Das Feld mit dem geringsten Wert wird durch die Transportmenge ersetzt und 
der restliche Zeilen- oder Spalteninhalt gelöscht. Mit diesen Schritten fährt man fort, 
bis die Differenzen in allen Tabellenzeilen bei 0 liegen. Steht in einigen Tabellenfel-
dern noch eine Null, können die Differenzen beliebig gewählt werden. Allerdings dür-
fen die Transportmengen nicht überstiegen werden.6 

                                                           
5 Vgl. Schwarze, Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler, Seite 134 ff. 
6 Vgl. Schwarz, Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler, Kapitel 21.3.2, Seite 135-137 
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4. Modell zum Transportproblem 

Bislang wurden nur die Grundlagen der linearen Optimierung und das Transportprob-
lem allgemein dargestellt. Deshalb wird im Nachfolgenden ein Beispiel für das Trans-
portproblem, anhand eines selbstständig entwickelten Modells erstellt und eine Lö-
sung des Problems geliefert.  

4.1 Vorstellung des Modellproblems 

Da diese Arbeit eine wirtschaftliche Betrachtung des Transportproblems bieten soll, 
ist es naheliegend, ein in der Wirtschaft tatsächlich auftretendes Problem zu wählen. 
Daher lautet das zu lösende Problem wie folgt: 

Ein Händler hat, auf ganz Deutschland verteilt, 3 Zentrallager. Mit diesen Lagern ver-
sorgt er 15 Standorte in ganz Deutschland. Die Transportstrecken der Ware von einem 
Lager zu einem Bestimmungsort sind der im Anhang befindlichen Tabelle zu entneh-
men. 

Jedoch gibt es nicht nur Kosten für den Transport, sondern auch die Kosten für das 
Be- und Entladen sowie für die Lagerung, die in Teilen auf die Transportkosten um-
geschlagen werden sollen. Auch diese Kosten sind in jedem Lager etwas unterschied-
lich. Jedoch werden diese zusätzlichen Kosten hier nicht berücksichtigt. 

Ziel dieser Untersuchung ist es, möglichst geringe Transport-, Lager- und Verladekos-
ten zu erzielen. 

4.2 Begründung der gewählten Parameter 

Ich habe mich dafür entschieden, das Transportproblem anhand eines klassischen Bei-
spiels zu darzustellen Daher sind auch in diesem Modell die Transportkosten das zent-
rale Problem. Darüber hinaus weiß ich aus eigener Erfahrung, dass nicht nur die Trans-
portkosten ziemlich hoch ausfallen können, sondern auch die Kosten für eine längere 
Lagerung, wenn Produkte zum Beispiel ständig abrufbar sein müssen. 

Um die Datenmenge überschaubar zu halten, gibt es zwar 3 Versandorte und 15 Be-
stimmungsorte, aber ich verzichte hierbei darauf, unterschiedliche Transportkosten für 
unterschiedliche Produkte zu definieren und die Transportkosten daran zu messen, wie 
viele Produkte mit einem Transport verschickt werden. In der Theorie wäre es jedoch 
denkbar, die Transportkosten direkt an die Produktanzahl beim Transport und das Ge-
wicht der einzelnen Produkte zu koppeln. Eine solche vollständige Analyse der Trans-
portkosten pro verschicktem Produkt würde jedoch den Rahmen dieser Arbeit spren-
gen. Außerdem ist die Summe der Produkte in den Lagern zusätzlich begrenzt, was 
bedeutet, dass es gerade genug Ware gibt, um damit alle zu beliefern. 

Lager 1 (L1) Lager 2 (L2) Lager 3 (L3) 
2.981 631 1.394 
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Was ich hier jedoch einbeziehe, sind die Benzinpreise bzw. die Kosten für die Fahrt 
eines LKWs pro hundert Kilometer. Ein Liter Diesel kostet an der günstigsten Tank-
stelle 0,959 €7. Der Verbrauch der LKWs in unserem Beispiel liegt bei ca. 30 Li-
tern/100 km8. Außerdem fährt unser LWK mit einer durchschnittlichen Geschwindig-
keit von 80 km/h. Daher ergeben sich Kosten von 0,2877 € pro Kilometer, die durch 
den LKW erzeugt werden. Die Angaben zu den Strecken sind im Anhang tabellarisch 
aufgelistet. Auch der LKW-Fahrer erzeugt laufende Kosten. Diese belaufen sich in 
unserem Beispiel auf 15,56 € pro Stunde. Die Fahrzeiten zwischen den einzelnen La-
gern und Empfangsorten sind im Anhang tabellarisch aufgelistet. Wir gehen dabei da-
von aus, dass sich die Personalkosten auf die einzelnen Produkte im LKW gleichmäßig 
verteilen und ein LKW mit 250 Produkten beladen werden kann. Nach dieser Rech-
nung ergeben sich Personalkosten pro Paket und Transportkosten, die beide wieder im 
Anhang tabellarisch aufgelistet sind. 

Wir haben jetzt eine Basis geschaffen, um im Folgenden je einen spezifischen Preis 
für den Transport festzulegen, doch fehlt noch das Wichtigste, eine Angabe über die 
benötigte Menge an Waren. Auch diese Angabe findet sich aus Platzgründen im An-
hang. 

4.3 Aufstellung der Zielgleichung 

𝑲(𝒙) = ∑ ∑ 𝒄𝒊𝒋𝒏
𝒋=𝟏 𝒙𝒊𝒋𝒎

𝒊=𝟏 → 𝒎𝒊𝒏   (𝟒. 𝟏) 

ist auch hier wieder unsere Zielgleichung (vgl. (3.1)). Denn wieder besteht unser Ziel 
darin, die Kosten minimal zu halten. Unser cij gibt dabei an, wie hoch die Kosten des 
Transportes eines Produktes sind: 𝑐 = 𝑘𝑆𝑡𝑟𝑒𝑐𝑘𝑒 + 𝑘𝑃𝑒𝑟𝑠𝑜𝑛𝑎𝑙   (4.2) 

Wobei gilt: 𝑘𝑆𝑡𝑟𝑒𝑐𝑘𝑒 = 0,2877 €km ∗ 𝑠𝑖𝑗 250⁄    (4.3) 

Das s gibt hierbei die spezifische Strecke der Route an. Hierbei wird jedoch außer Acht 
gelassen, dass, wenn ein Produkt abgeladen wird, die Kosten automatisch ansteigen. 
Außerdem gilt: 𝑘𝑃𝑒𝑟𝑠𝑜𝑛𝑎𝑙 = 𝑠𝑖𝑗80 𝑘𝑚ℎ ∗ 15,56€250    (4.4)  
                                                           
7 Nach T-Online, http://tanken.t-online.de/search/lkwdiesel/erfurt, 30.03.2016. Die Daten wurden 

laut Angabe auf der Website am 09.03.2016 an einer BFT Tankstelle erhoben. 
8 Forum: Motor-Talk, http://www.motor-talk.de/forum/verbrauch-40-tonner-t600106.html, 

30.03.2016. Die Angaben stammen von einem LKW-Fahrer aus Nord-Deutschland: „sattelzug- db 

actros 1838 380ps 20 tonnen container ladung(kaffe) GESAMTGEWICHT ca 34tonnen verdraucht au-

tobahnfahrt in nord-deutschland so ca,26.5-34 liter auf 100 km“ Nutzer: peterpl78 [die fehlerhafte 

Orthographie und Interpunktion wurde beibehalten] Der Wert dient jedoch nur zur Orientierung, ba-

siert aber auf praktischen Erfahrungswerten und ist daher aussagekräftiger als die Angaben des Her-

stellers. 

http://tanken.t-online.de/search/lkwdiesel/erfurt
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Auch hier wird die Kostensteigerung aufgrund der Verringerung der Menge außer 
Acht gelassen, um das Modell einfach zu halten. 

Außerdem gelten die folgenden Nebenbedingungen: 𝑖 = 1, … , 𝑚   (4.5) 𝑗 = 1, … , 𝑛   (4.6) 

sowie die Nicht-Negativitätsbedingung für x: 𝑥𝑖𝑗 ≥ 0   (4.7) 

Da für die Lösung der Aufgabe unverzichtbar, muss für das Modell auch die aus Ka-
pitel (3.1) bekannte Bedingung gelten: 

∑ 𝑎𝑖𝑚
𝑖=1 = ∑ 𝑏𝑖𝑛

𝑗=1   (4.8) 

Diese Bedingung wird in der Praxis zwar nicht immer erfüllt, muss aber als erfüllt 
angesehen werden. 

Die Lösung der Aufgabe erfolgt nach der im vorherigen Kapitel beschriebenen VO-
GELschen Approximation. Aus Platzgründen ist die eigentliche Rechnung im Anhang 
zu finden. 

4.4 Auswertung der Ergebnisse 

Wie aus der letzten Tabelle ersichtlich wird, gibt es eine optimale Lösung, was die 
Verteilung der vorhandenen Produkte auf die einzelnen Orte betrifft. Jedoch ist diese 
Lösung kritisch zu beurteilen. 

4.5 Kritik am gewählten Modell und Zusammenfassung 

Wie schon bei der Aufstellung der Zielgleichung angemerkt, wurde im Modell außer 
Acht gelassen, dass der Transportpreis nach dem Abladen von Produkten mehr Kosten 
pro Produkt erzeugt. In dieser Rechnung wird davon ausgegangen, dass der LKW stets 
voll beladen ist, also, dass er auch am Bestimmungsort dieselbe Menge an Ladung 
aufnimmt, wie er ablädt. In der freien Wirtschaft kommt dies aber nur äußerst selten 
vor, was zur Folge hat, dass die tatsächlichen Transportkosten deutlich höher liegen 
würden. Auch auf solch kleine Bestellungen, wie die 32 Produkte für den Ort E7, 
würde eine deutlich höher ausfallende zusätzliche Gebühr aufgeschlagen werden, weil 
der Transport sonst unwirtschaftlich wäre. Zudem wurde bei der Modellerstellung 
nicht berücksichtigt, dass der LKW-Fahrer Pausen einlegen muss, die als Arbeitszeit 
gelten würden und damit bezahlt werden müssten. Auch könnte man anführen, dass 
hier nicht alle Personalkosten berücksichtig wurden, wie zum Beispiel die Kosten für 
die Lagerarbeiter.  

Im Kern jedoch ist diese Analyse geeignet, um grob festzulegen, welche Standorte aus 
welchen Lagern beliefert werden sollen.  

Wirtschaftlich gesehen kann man nach Abschluss des Modells zusätzlich erkennen, 
dass das Lager L2 unwirtschaftlich ist. Nicht nur die geringe Warenmenge, sondern 
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auch der einzige Nutzen als Lager für gerade einmal einen Standort, sorgen dafür, dass 
der Betrieb auf lange Zeit hohe Kosten erzeugen wird. 
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Y Anhang 

Zu 2.2 

 

Alle Punkte unterhalb der beiden Graphen sind mögliche Kombinatio-

nen, jedoch scheiden durch dien nicht Negativitätsbedingung alle an-

deren Werte unterhalb der x-Achse oder links der Y-Achse aus. 

Zu 2.4 

X1 X2 Y1 Y2 U   
3 2 1 0 0  24 
1 2 0 1 0  16 
-19000 -30000 0 0 1  0 

Basistabelle zur Simplex-Methode. 

X1 X2 Y1 Y2 U   
3 2 1 0 0  24 
1 2 0 1 0  16 
-19000 -30000 0 0 1  0 

-30000 als kleinster Wert. 

X1 X2 Y1 Y2 U   
3 2 1 0 0  24 
1 2 0 1 0  16 
-19000 -30000 0 0 1  0 

Aus den Werten der zweiten Spalte sollen Einheitsvektoren werden, da-

her Division mit 2 für die gesamte zweite Zeile. 

X1 X2 Y1 Y2 U   
3 2 1 0 0  24 
0,5 1 0 0,5 0  8 
-19000 -30000 0 0 1  0 

Nach der Division. Der kleinste Wert der letzten Spalte gibt die maxi-

male Produktionsmenge an. Es können also maximal 8 Fahrzeuge her-

gestellt werden. Da der Wert in der dritten Zeile der zweiten Spalte 

(Pivotelement) den Wert 1haben soll, der andere Wert aber bei null lie-

gen soll, werden vielfache des Pivotelementes addiert. 
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Subtraktion des (-2) fachen der dritten Zeile von der zweiten, da so die 

ein Einheitsvektor in der zweiten Spalte entsteht. 

X1 X2 Y1 Y2 U   
2 0 1 -1 0  8 
0,5 1 0 0,5 0  8 
-19000 + 15000 = 
4000 

-30000 + 30000 = 
0 

0 + 0 = 0 
0 + 15000 = 
15000 

1 + 0 = 1  0 

Auch in der letzten Zeile der zweiten Spalte muss eine null erreicht wer-

den. Daher muss das 30000-fache addiert werden. 

X1 X2 Y1 Y2 U   
2 0 1 0 0  8 
0,5 1 0 0,5 0  8 
4000 0 0 15000 1  0 

Nach der ersten Optimierung ergibt sich diese Tabelle. Um die Lösung 

weiter zu optimieren, muss das Verfahren nachfolgen noch für X1 

durchgeführt werden. 

Zu 3.3.1 

 E1 E2 E3 E4  

V1     30 

V2     45 

V3     20 

V4     15 

V5     42 

 40 32 59 21  

Tabelle zur Darstellung des Beispiels. 

 E1 E2 E3 E4  

V1 30    30 

V2 10 32 3  45 

V3   20  20 

V4   15  15 

V5   21 21 42 

 40 32 59 21  

Ausgefüllte Tabelle zum Beispiel. 

X1 X2 Y1 Y2 U   
3 – 1 = 2 2 – 2 = 0 1 – 0 = 1 0 - 1= (-1) 0 – 0 = 0  24 – 16 = 8 
0,5 1 0 0,5 0  8 
-19000 -30000 0 0 1  0 
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Zu 4. 

 L1 L2 L3 
E1 10 133 389 
E2 143 0 156 
E3 285 152 103 
E4 146 279 143 
E5 348 215 41 
E6 275 408 664 
E7 873 740 616 
E8 284 151 105 
E9 65 198 324 
E10 82 215 307 
E11 203 70 186 
E12 401 534 12 
E13 785 652 396 
E14 473 606 862 
E15 624 489 235 

Tabelle zu den Strecken zwischen den Lagern und den Verkaufsstellen. 

Angaben in Kilometern [km]. 

 L1 L2 L3 
E1 0,1 1,66 4,86 
E2 1,79 0 1,95 
E3 3,56 1,9 1,29 
E4 1,8 3,49 1,79 
E5 4,35 2,69 0,5 
E6 3,44 5 8,3 
E7 10,91 9,25 7,7 
E8 3,55 1,89 1,31 
E9 0,81 2,48 4,05 
E10 1 2,69 3,84 
E11 2,54 0,88 2,32 
E12 5 6,68 0,15 
E13 9,81 8,15 4,95 
E14 5,91 7,58 10,78 
E15 7,8 6,12 2,94 

Fahrzeiten von den Lagern zu den Verkaufsstellen Angaben hierbei in 

Stunden [h]. Die Werte werden auf zwei Nachkommastellen gerundet. 

  L1 L2 L3 

E1 0,006224 0,103318 0,302486 

E2 0,1114096 0,000000 0,121368 

E3 0,221574 0,118256 0,080290 

E4 0,112032 0,217218 0,111410 

E5 0,270744 0,167426 0,031120 

E6 0,214106 0,311200 0,516592 

E7 0,679038 0,575720 0,479248 

E8 0,220952 0,117634 0,081534 

E9 0,050414 0,154355 0,252072 

E10 0,062240 0,167426 0,239002 

E11 0,158090 0,054771 0,144397 

E12 0,311200 0,415763 0,009336 

E13 0,610574 0,507256 0,308088 

E14 0,367838 0,471779 0,670947 

E15 0,485472 0,380909 0,182986 

Personalkosten eines Paketes auf der Strecke. Angaben in Euro [€]. 
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  L1 L2 L3 

E1 0,011508 0,153056 0,447661 

E2 0,164564 0,000000 0,179525 

E3 0,327978 0,174922 0,118532 

E4 0,168017 0,321073 0,164564 

E5 0,400478 0,247422 0,047183 

E6 0,316470 0,469526 0,764131 

E7 1,004648 0,851592 0,708893 

E8 0,326827 0,173771 0,120834 

E9 0,074802 0,227858 0,372859 

E10 0,094366 0,247422 0,353296 

E11 0,233612 0,080556 0,214049 

E12 0,461471 0,614527 0,013810 

E13 0,903378 0,750322 0,455717 

E14 0,544328 0,697385 0,991990 

E15 0,718099 0,562741 0,270438 

Transportkosten eines Paketes auf der Strecke. Angaben in Euro [€]. 

  L1 L2 L3 
Benötigte 

Menge 

E1 0,017732 0,256375 0,750148 354 

E2 0,275974 0,000000 0,300893 631 

E3 0,549552 0,293178 0,198822 75 

E4 0,280049 0,538291 0,275974 243 

E5 0,671222 0,414848 0,078303 164 

E6 0,530576 0,780726 1,280723 975 

E7 1,683687 1,427312 1,188141 32 

E8 0,547779 0,291404 0,202368 568 

E9 0,125216 0,382214 0,624931 34 

E10 0,156606 0,414848 0,592297 295 

E11 0,391702 0,135327 0,358446 837 

E12 0,772671 1,030290 0,023146 205 

E13 1,513952 1,257578 0,763805 155 

E14 0,912167 1,169164 1,662937 243 

E15 1,203571 0,943650 0,453424 195 

Verfügbare 

Menge 

2981 631 1394  

Benötigte Produktmengen an den einzelnen Standorten, den Lager-

mengen in den drei Zentrallagern, sowie gesamte Transportkosten der 

einzelnen Transportstrecken pro Produkt. 

Berechnung zum Modell: 

L1 L2 L3 Benötigt

E1 0,02 0,26 0,75 354

E2 0,28 0,00 0,30 631

E3 0,55 0,29 0,20 75

E4 0,28 0,54 0,28 243

E5 0,67 0,41 0,08 164

E6 0,53 0,78 1,28 975

E7 1,68 1,43 1,19 32

E8 0,55 0,29 0,20 568

E9 0,13 0,38 0,62 34

E10 0,16 0,41 0,59 295

E11 0,39 0,14 0,36 837

E12 0,77 1,03 0,02 205

E13 1,51 1,26 0,76 155

E14 0,91 1,17 1,66 243

E15 1,20 0,94 0,45 195

Verfügbar 2981 631 1394   

Dies ist die Angabe über die Gesamtkosten für den Transport eines 

Produktes. Nun wird nach der VOGELschen Approximation fortgefah-

ren und in jeder Spalte (da hier die Lagerstätten in den Spalten ste-

hen) der Tabelle im ersten Schritt der kleinste Wert subtrahiert. Es 

Ergibt sich die Nachfolgende neue Tabelle: 
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L1 L2 L3

E1 0,00 0,26 0,67

E2 0,26 0,00 0,22

E3 0,53 0,29 0,12

E4 0,26 0,54 0,20

E5 0,65 0,41 0,00

E6 0,51 0,78 1,20

E7 1,66 1,43 1,11

E8 0,53 0,29 0,12

E9 0,11 0,38 0,54

E10 0,14 0,41 0,51

E11 0,37 0,14 0,28

E12 0,75 1,03 -0,06

E13 1,49 1,26 0,68

E14 0,89 1,17 1,58

E15 1,18 0,94 0,37

 

Im nächsten Schritt subtrahiert man den kleinsten Wert einer Zeile, 

man erhält: 

L1 L2 L3

E1 0,00 0,26 0,67

E2 0,26 0,00 0,22

E3 0,41 0,17 0,00

E4 0,06 0,34 0,00

E5 0,65 0,41 0,00

E6 0,00 0,27 0,69

E7 0,55 0,32 0,00

E8 0,41 0,17 0,00

E9 0,00 0,27 0,43

E10 0,00 0,27 0,37

E11 0,23 0,00 0,14

E12 0,81 1,09 0,00

E13 0,81 0,58 0,00

E14 0,00 0,28 0,69

E15 0,81 0,57 0,00
 

Im nächsten Schritt wird die größte Differenz zwischen den beiden 

kleinsten Werten einer jeden Zeile und Spalte gesucht, gleichzeitig 

werden auch die Mengen wieder mit in die Tabelle aufgenommen. 

Wenn der größte unterschied gefunden wurde, wird der kleinste Wert 

durch die Menge der Produkte ersetzt. 
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 L1 L2 L3 Benötigte 

Menge 

E1 0,00 0,26 0,67 354 

E2 0,26 0,00 0,22 631 

E3 0,41 0,17 0,00 75 

E4 0,06 0,34 0,00 243 

E5 0,65 0,41 0,00 164 

E6 0,00 0,27 0,69 975 

E7 0,55 0,32 0,00 32 

E8 0,41 0,17 0,00 568 

E9 0,00 0,27 0,43 34 

E10 0,00 0,27 0,37 295 

E11 0,23 0,00 0,14 837 

E12 0,81 1,09 0,00 205 

E13 0,81 0,58 0,00 155 

E14 0,00 0,28 0,69 243 

E15 0,81 0,57 0,00 195 

Verfüg-

bare 

Menge 2981 631 1394 

 

In unserem Fall ist die größte Differenz bei dem Bestimmungsort E12. 

Daher bekommt der Wert 0 hier den neunen Wert 205 und der Rest 

der Zeile wird gestrichen. 

 L1 L2 L3 Benötigte 

Menge 

E1 0,00 0,26 0,67 354 

E2 0,26 0,00 0,22 631 

E3 0,41 0,17 0,00 75 

E4 0,06 0,34 0,00 243 

E5 0,65 0,41 0,00 164 

E6 0,00 0,27 0,69 975 

E7 0,55 0,32 0,00 32 

E8 0,41 0,17 0,00 568 

E9 0,00 0,27 0,43 34 

E10 0,00 0,27 0,37 295 

E11 0,23 0,00 0,14 837 

E12   205  

E13 0,81 0,58 0,00 155 

E14 0,00 0,28 0,69 243 

E15 0,81 0,57 0,00 195 

Verfüg-

bare 

Menge 2981 631 1394 

 

Das selbe wird nun mit den restlichen Werten durchgeführt. Ich 

nehme mir hier die Freiheit nicht zu jedem Schritt eine Tabelle zu er-

stellen und springe hier direkt zur Fertigen Tabelle der Ausgangsba-

sislösung. 
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 L1 L2 L3 Benötigt 

E1 354,00   354 

E2  631,00  631 

E3   75,00 75 

E4 243,00   243 

E5   164,00 164 

E6 975,00   975 

E7   32,00 32 

E8   568,00 568 

E9 34,00   34 

E10 295,00   295 

E11 837,00   837 

E12   205,00 205 

E13   155,00 155 

E14 243,00   243 

E15   195,00 195 

Verfügbar 2981 631 1394  
In dieser Tabelle ist nun dargestellt aus welchem Lager die benötigten 

Produkte stammen sollten, damit die Transportkosten möglichst ge-

ring werden. 

 


